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Elsfoku kongruenciak és kongruencia rendszer ek

Az elsfoku kongruenciak megoldasa nem allitja az olvasot lekiizdhetetlen feladat el¢, hiszen az
visszavezethet a mar megismert eljarasra, amellyel lineéris diofantoszi egyenleteket oldottunk meg.
A kinai maradéktétel a szimultan kongruencidk megoldésara ad eljarast, melynek legfontosabb
gyakorlati alkalmazéasa a nagy szamokon elvégzend aritmetika szdmitogépes megvalositasa.

¥ Kilénb6z modulusok
Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat 4ll fenn kiilonb6z modulust
kongruencidk ko6zott? Aza =, b kongruencia definicio szerint akkor €s csak akkor teljesiil, ha

m| b-a . Ebbl azonnal lathatd, hogy a modulus minden d osztoja is osztja (b-a)-t. Ez pedig
ismét csak a definici6 szerint azt jelenti, hogy a €s b modulo d is kongruens.

Példak

1.22 =,46 . Mivel 4 | 8, ezért 22 =, 46 . Még konnyebben lathaté a 22 =, 46 kongruencia,
hiszen 22 és 46 is paros.

2.13 =467. Mivel 2, 3 és 9 osztoja 18-nak, ezérta 13 =,67, 13 =,67, 13 =,67 kongruenciak
mindegyike teljesiil.

3. A 72 primtényezs felbontdsa 72 = 2%.3% igy 2*=3 | 72 és 32=9 | 72. Ekkor tetszleges a és b
egészekre aza =,, b kongruenciabll aza = b és aza =, b kongruenciak egyidej teljesiilése
kovetkezik.

frjuk most fel egymas mellé a modulo 6 és a modulo 3 maradékosztalyokat. Ha elég tigyesen
rendezziik el adatainkat, akkor azonnal lathatd az, amit latni szeretnénk. A modulo 6
maradékosztalyok mindegyike valamelyik modulo 3 maradékosztaly részhalmaza.

modulo 6 maradékosztalyok modulo 3 maradékosztalyok

O+6:k | ..,-12,-6,0, 6,12,18, |0 +3-k wy=12,-9,-6,-3,0,3,6,9,
24,... 12, 15, 18,...

3+6k | ..., -9, -3, 3, 9,15,21,
27,...

1+6-k | .., -11,-5 1, 7,13,19, [1+3-k = 11,-8,-5,-2,1,4,7,
25,... 10, 13, 16, 19,...

4+6'k | .. -8 -2,4,10,16,22,
28,...

24+6-k | .. -10,-4, 2, §8,14,20, (2 +3-k wy=10,-7,-4,-1,2,5, 8,
26,... 11, 15,17, 21,...




5+6:k | .., -7, -1, 511,17,23,
29,...

Nem lesz nehéz meggyzni magunkat arrdl, hogy a fenti tapasztalat nemcsak a 6 és 3
modulusokra, hanem tetszleges m modulusra és az m tetszleges d osztojara is teljesiil. Ugyanis
egy modulo m maradékosztalyba az m-mel kongruens egészek tartoznak. Ha tehat egy
maradékosztalyban az a egész elfordul, akkor abba a maradékosztalyba az 6sszes olyan b egész
is bele tartozik, amelyre a =, b. Am ekkor d | mmiatta =, b is teljesiil, ami viszont azt vonja

maga utan, hogy a és b azonos modulo d maradékosztalyba tartozik. Eszerint az a egészet
tartalmazo modulo m maradékosztaly minden eleme egyben eleme az a-t tartalmaz6 modulo d
maradékosztalynak is. Ezzel belattuk, hogy az m modulus barmely d osztdjara a modulo m
maradékosztalyok a modulo d maradékosztalyok részhalmazai.

Két egész szam legkisebb kozos tobbszorosének mindkét szam osztoja. Igy az eddig elmondottak
szerint az

A= o, )P
kongruenciabdl az
a=,bésa=b

kongruenciak egyidej teljesiilése kovetkezik. Am ennél tobb is igaz, mint ahogy azt a kovetkez
tétel mutatja.

13.1.1. Tétel

Aza =, bésa =, bkongruencidk egyidej teljestilésének sziikséges €s elégséges feltétele az
a = tm, n) b kongruencia teljesiilése.

Bizonyitas

Az elégségesség teljesiilését mar lattuk. A sziikségesség bizonyitasahoz tegytik fel, hogy a =, b
¢sa =, b . Ekkor

m,n|b-a.

Itt emlékeztetiink arra a tényre, hogy egy egész szam két osztdjanak legkisebb kozds tobbszordse
is osztja a szamot (1d. 9.11 tétel). Eszerint

lkkt(m,n) | b-a,

¢és ezzel nyertilk aza = ket m, n) b kongruencia teljestilését.
Peldak

1.26 =, 38 €526 =, 38 (keretik ellenrizni). Mivel lkkt(4, 6) =12, igy 26 =, 38.
2.105 =;321 és105 =¢321. Mivel lkkt(3,8) =3-8 =24, igy 105 =,, 321.

Ha a vizsgalt modulusok relativ primek, akkor legnagyobb k6zos osztojuk egyenl a szorzatukkal.
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Igy az elz tétel kozvetlen kovetkezményeként adodik, hogy

¥V 13.1.2. Téted
Ha Inko(m, n) =1, akkor

Aza =, besa =, b kongruenciak egyidej teljestilésének sziikséges €s elegséges feltétele az

a =, bkongruencia teljesiilése.

Egyismer etlenes elsfoku kongruenciak

Ebben a fejezetben a linearis egyismeretlenes kongruencia megoldhatdsagaval foglalkozunk.

V¥ 13.2.1. Definicio
Az

a-x =mb

kongruenciat egyismeretlenes elsfoku kongruencianak nevezziik. A kongruencia
megoldéasan olyan c egész szamot értiink, amelyre

A kongruencia megoldasait modulo m keresiik, tehat nem tekintjiik kiilonboznek azokat a
megoldasokat, amelyek ugyanazon modulo m maradékosztalyba esnek. Nézziink rogton egy
példat! Tekintsiik a

4-x =10
kongruencidt. Ez a kongruencia definicioja szerint akkor és csak akkor teljesiil, ha 6 | 10-4-x,
vagyis ha alkalmas y egészre 10-4-x =6-y, amit atrendezve a
4-x+6-y=10
diofantoszi egyenlethez jutunk. Kaptuk tehat, hogy a 4-x=.10 kongruencia akkor €s csak akkor

oldhato meg, haa 4-x + 6-y =10 diofantoszi egyenlet megoldhatd. Ez utdbbira viszont mar
tudjuk a valaszt, €s ez biztatd. Gondolatmenetiink altalanosan is érvényes, igy kimondhatjuk a
kovetkez tételt.

V 13.22. Tétd

Az x egész szam akkor és csak akkor megoldésa az

a-x=mb

elsfoku egyismeretlenes kongruencidnak, ha 1étezik olyan y egész szam, amelyre x ésy
megoldasa az

ax+my=>b

diofantoszi egyenletnek.

Bizonyitas



Tegytik fel, hogy x, kielégiti aza-x=, b kongruenciat. Ekkora-x,=, b, igy a kongruencia
definicioja szerint m | b-a-x,, ami viszont akkor €s csak akkor teljesiil, ha alkalmas y, egészre
b-a-x,=m-y, Ebbl atrendezessel nyerjik az a-x, + m-y,=b egyenlséget, ami pontosan azt
fejezi ki, hogy x, €s y, megoldasa aza-x + m-y = b diofantoszi egyenletnek.

Forditva tegyiik fel, hogy x, €s y, megoldasa aza-x + m-y = b diofantoszi egyenletnek. Ekkor
a-x, +m-y,= b, amibl atrendezéssel m-y,=b-a-x, Ez pedig nem mast jelent mint azt, hogy m
‘ b-a-xy, tehata-x,=, b. igyxo megoldasa aza-x=, b kongruencianak.
Tételiink biztositja, hogy aza-x=, b kongruencia helyett elegend megoldani aza-x +m-y=b
diofantoszi egyenletet. Fejezzilik hat be a
4-x =,10
kongruencia vizsgalatat!
Els 1épéskeént felirjuk a kongruencidhoz tartozé
4-x+6-y=10

diofantoszi egyenletet, melynek van megoldasa, hiszen Inko(4, 6) =2 | 10. A diofantoszi egyenlet
altalanos megoldasara mar van szdmolasi sémank.

Osztand6 Oszto Maradék
4 6 4
6 4 2
4 2 0
Inko(a, b) =2, m _ 12_0 _s Partik
b 3 Altal
Inko(a, b)

Elttiink all tehat a kongruencia dsszes megoldésa. Fel kell azonban tenniink a kérdést, hogy az
x=-5+3-t egészek a t paraméter kiilonbozo értékeire milyen maradékosztalyokba esnek? Vagy
masként, hany modulo 6 inkongruens szdm van azx = -5 + 3¢ szamok k6zo6tt? Az nyilvanvalo,
hogy az 6sszes -5 + 3¢ alaku egész ugyanabba a modulo 3 maradékosztalyba tartozik, hiszen
ezek a szamok 3 tobbszordsében térek el egymastol. Eszerint a 4-x = 10 kongruencia

megoldasa egyértelmen meghatarozott modulo 3. Ugyanakkor ezek kozott a szamok kozott
vannak inkongruensek modulo 6.

Példaul a =0 és a r=1 értékekhez tartozé6 megoldasok inkongruensek, ugyanis
-5+3-0=-5,
-5+3-1=-2,

és



_5 $6_2.

Am ¢ paraméter 2 és 3 értékeire 1 és 4 adodik, amelyekre mér 1 =, -5¢és4 =, -2 teljesiil.

Példak

Soroljuk fel az -5 + 3 -7 szdmokat a ¢ paraméter -5, -4, ..., 4, 5 értékeire. A méasodik utasitas azt
mutatja, hogy a kapott szamok minegyike 4-gyel vagy1-gyel kongruens modulo 6.

> seq(-5+3*t, t=-5..5);
-20, -17, -14, -11, -8, -5, -2,1,4,7, 10 (1.2.1)

> seq(-5+3*t nod 6, t=-5..5);
4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4 (1.2.2)

Tovabbi probalkozasaink sem adnak 1j inkongruens értéket, ami nem véletlen. Ervényes ugyanis
a

V 13.23. Tétd

1. Aza-x=, b kongruencianak akkor €s csak akkor van megoldasa, ha Inko(a, m) | b.
2. Haaz a-x=, b kongruencianak létezik megoldasa, akkor a modulo m megoldasok szama
d=Inko(a, m). Ezek

m

PR

m

xO,xO—i-ﬂ,xO—i-Z- 7

d

ahol x,, a kongruencia egy megoldasa.

x,+ (d-1)

Bizonyitas

Az els allitas a 10.7 tétel kozvetlen kovetkezménye.

A 10.8 tétel szerint aza-x + m-y = b diofantoszi egyenlet altalanos megoldasax =x, + % ‘1A

12.5 tétel pedig biztositja, hogy ezek a szamok egyben megoldéasai az a-x=, b kongruencidnak.
Elegend tehat megmutatni, hogy a

m

P

m

xo,x0+ﬂ,x0+2- 7

d
szamok paronként inkongruensek modulo .
Legyen0 <i <j <d-1, és tegyiik fel, hogy allitdsunkkal ellentétben

Xyt (d-1)

.mo_ . m
x0+l'7:mx0+]';'

Atrendezés utan azt kapjuk, hogy



S m __
(i-))~ =0

Ez pedig lehetetlen, mert0 < (i-j) % <m.

Végiil ha az x =x, + % -tkifejezésbent =, i valamely

egeszre
dq=t-i,
amibl g-vel vald szorzas utan
meag ="
1= d
¢s igy
m ., = m
d md
Am ekkor
m _
Xg + g t=, Xyt

Ezzel megmutattuk, hogy minden megoldas az x, x, + z , Xg 2

szamok koziil valamelyikkel kongruens.

0 <i < d-1 egészre, akkor alkalmas ¢

m

P

m

xo+ (d-1)-~

d

V¥ 13.2.4. Algoritmus: Linearis kongruencia megoldasa

Szoveges leiras

Maple metakod

1. Input: a, b, m (a-xEmb)
2.z == Diofantosz(a, m, b)
3.d:=z:
4. Had osztdja b Akkor

X =5

Legyen s:=[

XO, XO + %,...,XO + (d_l)%}
Kiilonben
Legyen s:=[]  # nincs megoldas
4. Qutput: s a megoldasok listdja

Input: a,b,m (a-x=,b)
z == Diofantosz(a, m, b) :
d:=z:

if irem(b, d) =0 then

xOZZO~E .
return [Seq(xo +i*m/dmodm,i=0
.z[1]-1 )]
else

return [ |
fi Output: A megoldasok listaja

V¥ 13.2.5. Mapleimplementacio




|> restart:

> wth(ant):
"Az ANT (Algorithmic Number Theory) csomag iidvozli Ont!" (1.2.5.1)

A Linkongr eljaras harom paramétere rendre a megoldand6 konguenciaban az x egyiitthatoja,
a szabad tag €s a modulus. Az equ opcidval az eljards megmutatja a megoldandé kongruenciat
¢s a vele ekvivalens diofantoszi egyenletet.

> Li nkongr (4, 10, 6, equ) ;
A megol dand6é kongruenci a( Li nkongr):

4 x=10mod6
A megol dand6 egyenl et (Di of ant 0sz):
4x+6y=10
Er edmény( Li nkongr):
[-5,-2] (1.2.5.2)

Ahogy azt az ant csomag egy¢éb eljarasainal mar megszokhattuk, a cal opcidval a szamitas
tovabbi részletei tnnek el.
> Li nkongr (4, 10, 6, equ, cal ) ;

A nmegol dand6 kongruenci a(Li nkongr):
4x=10mod6

A negol dand6é egyenl et (Di of ant 0sz):
4x+6y=10

Részl et ek negj el enit ése(Di of ant osz):

osztando, oszto, maradek, hanyados, x, y |,

47674,0,_1,1,
6.4.2.1,1, -1},
4,2,0,2,0, 1},
) . | |
=2 - T = P . . : _

_,lnko(a,b) * Inko(a, b) 5, Partikularis megoldas:, -5, 5 |,

b a . ’

=3 =2, Altal ldas:, -5 +31,5—21t

" Inko(a, b) > Tnko(a. b) , Altalanos megoldas:, -5 + 3 t,

|

Er edmény( Di of ant 0sz):
[x=-5+3¢y=5—2¢]

| nkongr uens megol dasok( Li nkongr):
[-5+34¢=0.1]

Er ednmény( Li nkongr):

[-5,-2] (1.2.5.3)



> Li nkongr (412, 10012, 612, equ, cal );
A nmegol dandé kongruenci a( Li nkongr) :
412 x=10012 mod 612

A megol dand6 egyenl et (Di of ant 0sz):
412x +612y=10012

Részl et ek megj el enit ése(Di of ant 0sz):

osztando, oszto, maradék, hanyados, x, y

2

b

412,612,412,0, 52, -35

612,412, 200, 1, -35, 52},
412, 200, 12, 2, 17, —35},

200, 12, 8, 16, -1, 17},

12,8,4,1,1, —1],
8.4.0.2,0.1
[ c , ,
=4, ————— =2 Parti ] 5 1301
E nko(a, b) > Tnko(a.b) 503, Partikularis megoldas:, 130156,
-87605 |,
b a ’ , ,
———— =153, —————— =103, Altal ldas:, 130156
" Inko(a, b) > Inko(a, b) > AHALANOS Megoldas:,

+ 153 ¢ -87605 — 103 t”

Er edmény( Di of ant 0sz):
[x=130156 + 153 ¢, y=-87605 — 103 ¢]

| nkongr uens mnegol dasok( Li nkongr):
[130156 +153¢£¢=0..3]
Er edmény( Li nkongr):
[130156, 130309, 130462, 130615] (1.2.5.4)

V¥ Kinai maradéktétel

A aléabbi feladatot Szun-ce, a negyedik szazadban ¢l kinai gondolkodé vetette fel, és megoldast
is adottra .

"Bizonyos dolgok szamat nem ismerjiik. Ha elosztjuk 3-mal, a maradék 2,
ha 5-tel osztunk, a maradék 3, ha pedig 7-tel, a maradék 2. Mennyi a keresett szam?"



Mi szemléltetési megfontolasokbol kissé modositott feladatot oldunk meg. A 7-tel vald osztés
maradékat 2-rl 4- re valtoztatjuk.

Az a tény, hogy a keresett szdm, melyet jeloljlink x-szel, 3-mal osztva 2 maradékot ad, a
kongruenciak segitsegével Gigy fejezhet ki, hogy x=, 2. Ugyanigy, a masik két feltétel is

felirhaté kongruenciakkal, és igy végeredményben az alabbi lineéris kongruenciarendszerhez
jutunk

X
X
X

32
53
24

A megoldas alapgondolata az, hogy keressiik az x-et a kongruencidk jobb oldaldn szerepl
konstansok, vagyis a 2, 3 és 4 linearis kombinacidjaként. Vagyis azt kérdezziik, hogy tudjuk-e
ugy valasztani az x,, x, €s x; egészeket, hogy az
x=2-x,+3x,+4x,

egész szam megoldasa legyen egyidejleg mindharom kongruencianak? Az x,, x, €s x; egészekre
vonatkoz6 elvéarasaink az alabbi kongruencidkban oltenek testet

2:x+3x,+4xy =52

2:x; +3x,+4-xy =43

2:x,+3x,+4x;=,4.
Elégge kézenfekvnek latszik a gondolat, hogy ha az els kongruencidban x-et 1-re, a masik ket

ismeretlent pedig nullara allitjuk, akkor az els kongruencia teljesiil. Igen 4m de, ez a gondolat a
masodik kongruencia esetében x,-re nullat kdvetelne meg. Ez igy sajnos nem mkodik. Am

vegyiik észre, hogy az els kongruencia teljesiiléséhez elegend azt megkdveteleni, hogy
=31 5=30, =30

fenn alljon. Megismételve ezt a masodik €s harmadik kongruenciara, az alabbi kongruencidkhoz
jutunk:

X =51 =50 x;=50
X1 =50 =51 X3 =50
xlE70 xZE70 x3E71

Vegyiik észre, hogy az els oszlopban az x; =0, és x,=,0 kongruencidk, az
X1 =5.70
kongruenciaval helyettesithetk (1d. 12.4 tétel). Ennek fényében a fenti kongruencidk
=31 =51 3=, 1

X1 =540 X)=5.70 X;=5.50



alakba irhatok. Es most mér abban szerencsés helyzetben vagyunk, hogy ezeket a
konruenciarendszereket meg tudjuk oldani.

Megol x =1 x, =_1 x,=_1
dando b3 208 37
X550 %5370 %5550
Megol | A masodik kongruencia miatt Mivel X, 37, ezért Mivel X, 3-5, ezért
das X, 5-7
Iépései X, =3-7-y2. x3=3-5-y3.
X, = 5 -7‘y1.
Ezt az els kongruenciaba Ezt az els kongruenciaba
Ezt az els kongruenciaba helyettesitve a helyettesitve a
helyettesitve a 3‘7.y2§ 1 3.5.y. =1 mod7
— 5 3
5:7y,=,1
kongruenciahoz jutunk, mely kongruencidhoz jutunk, mely
kongruenciahoz jutunk, mely megoldhato, mert megoldhato6, mert
megoldhatd, mert Inko(3-7, 5) = 1. Inko(3-5,7) = 1.
Inko(5-7,3) =1. A megoldés A megoldés
A megoldas _
amibl amibl
amibl x255(3-7)-1:21_ x357(3-5)-1=15.
x = (5-7)-2=170.
13
Ellen 70=_1,70=__0 21=_1,21=_ 0 I5=_ 1mod7,15=_ 0
17bs 57 37 7 35

Talan mar el is felejtettiik, hogy mi c€lbdl vezettiik be az x,, x, €s x; egészeket. k voltak az

egyiitthatdi annak az linaris kombinédcionak, amellyel x-et, a kiindulasi kongruenciarendszer

megoldasat akartuk elallitani. Mivel x,, x, €s x, értekei mar ismertjiik, magat x-et is elallithatjuk

x=2:x, +3x, +4x;=2-70 +3:21 +4-15= 263.

Es végiil az ellenrzés. A kapott eredmény valoban megoldasa a kiindulasi
kongruenciarendszernek:

263 =, 2, mert 3 0sztdja 263 — 2 =261-nek,

263 =, 3, mert 5 0sztdja 263 — 3 =260-nak,

263 =, 4, mert 7 0szt6ja 263 — 4 =259-nek.

Foglaljuk 6ssze, hogy mit is csinaltunk!

1. Az
X=,2 x=43 x=,4

kongruenciarendszer megoldasat a jobboldali konstansok egy linaris kombinacidjaként kerestiik:
x=2-x+3x,+4x;.

2. Réamutattunk, hogy ha



xl-et az xz-t az x3-at az
X =51 =51 X3 =51
X =570 x)=5.70 x;=5.50

kongruenciarendszerek megoldasaikent valasztjuk, akkor x =2-x, + 3-x, + 4-x; megoldasa lesz a
kiindulasi kongruenciarendszernek.

3. A 2. pontbeli kongruenciarendszerek megoldésat tigy kaptuk, hogy az

5:7-y, =51 37y, =41 3:5y=,1
kongruencia megoldasat kongruencia megoldasat kongruencia
szorozzuk 5-7-tel: szorozzuk 3 -7-tel: megoldasat szorozzuk
=5-7-y,. 3-5-tel
&l M1 X, =37y,
X3 =35y,

AzM=3-5-7 jelolést bevezetve konnyebben megjegyezhet alakot kaptunk. Az

M. M. M.
kongruencia megoldasat kongruencia megoldasat kongruencia

M M megoldasat szorozzuk
szorozzuk 3 -mal: szorozzuk o -tel: M

—-tel:
_M M 7
N7 3N W= 5N M
BT

4. A kiindulasi kongruenciarendszer megoldasa tehat

M M M
xzz'?'y1+3'?'y2+4'7'y3.

Mindaz, amit ezen a példan elvégeztiink, altalanosan is érvényes.

V¥ 13.4.1. Tétel (Kinai maradéktétel)

Ha az m, m,,..., m modulusok paronként relativ primek, akkor az
x = a, mod m,

X =a, mod m,

x = akmod ny,

linearis kongruenciarendszer megoldhato, €s a megoldas egyertelm modulo m,-m,-...-m, .

Bizonyitas



Legyen M=m,-m,-...-m ¢s tekintsiik az

m.

1

linedris kongruenciadkat. Az

M _
" E e T

elallitas jol mutatja, hogy M mindegyik mj—nek tobbszordse, kivéve m-t, amellyel relativ prim.
m.
1
Ugyanis, ha lenne k6z6s primtényzjiik, mondjuk p, akkor p | My Moy Ay miatt p
osztoja lenne valamely i-tl kiilonboz j-re mj—nek is. Ez pedig ellentmond annak, hogy m; €s m;
relativ primek.

Tehat valoban lnko( %, ml.) =1, ésigy az M -y = 1 mod m; kongruencidnak van megoldasa,
m; m;

mondjuk y, Eszerint

M oy =1 modm, (1 <i<k),

m;

amit a-vel beszorozva kapjuk, hogy

M —_ .
ai.z'yi=aimodmi(l <i<k).

1
Ugyanakkor, ha;j # i, akkor

a..—.ijOmodml.(l <i<kh),
J

M M M M M
=g, — y+..ta_,—vy. ,t+a.—vy.+a _ ,—— .. +..Fa, —-
X =da. m, Y1 a1 m,_ Yi-1 T4 m; ViTdi4. m Vit . my, Vi
egészre is minden i-re (1 < i < k)

xX=

l
1 i-1 i m;

=0+..40 +ai+0 +...+0=al. mod m, .

M M M M M
B B e P R/ AL B Pt +-'-+ak~?k Ve =

Ezzel a bizonyitést befejeztiik.
Mindez elvezet benniinket az alabbi szdmolasi séma kidolgozasahoz, melyet a kiindulasi

x =2 mod 3
x =3 mod5
x =4 mod?7.

kongruenciarendszer megoldasaval illusztralunk. Els 1épésként ellenrizziik, hogy a modulusok
paronként relativ primek-e. Ez ugyanis a kinai maradéktétel alkalmazthatosaganak feltétele.




a m M M.y= 1 Y M
m m m

2 3 35 35y =41 2 140

3 5 21 21y =41 1 63

4 7 15 15y =,1 1 60

M=3-5-7 Osszesen 263

A szamolési séma inicializalasa az a és az m oszlopok kitoltésével torténik. Ide irjuk rendre a
kongruenciarendszer modulusait illetve a jobboldali konstansokat. Az M a modulusok, vagyis a

masodik oszlopbeli elemek szorzata. A kitoltést az M oszloppal folytatjuk. A negyedik oszlop
m
elemei a megoldando6 kongruenciak. Ezek megoldésa keriil az 6todik oszlopba. Végiil az utolséd
oszlop elemeit az M ,azy és az a jel oszlopok cellaiban taldlhato szdmok szorzataként kapjuk. A
m

szamitas az utols6 oszlopban ad6do szamok Osszeadéasaval ér véget. A keletkez érték a
kongruenciarendszer megoldasa.

V¥ 13.4.2. Algoritmus. Kinai maradéktétel

Szoveges leirds Maple metakod
1. Input: Input:
a= [al,..., ak], m= [ml,..., mk] (x =aq; a= [al,..., ak], m= [ml,..., mk] (x =aq;
mod ml.) mod ml.)
2. Ellenrzend. hogy modulusok paronként | for i to nops(m) -1 do
relativ primek-e. forjfrom i + 1 tonops(m) do
Ha nem Akkor if lnko(ml., mj) # 1 thenreturn [ ] fi:
Vége, a megoldasokrol nem 03?:
mondhatuk semmit M:i=1:
3. Legyen M = m-...-m, for i to nops(m) do
4. Legyenx:=0 0](\1/:[:: M-mli]
5. Azivaltozé 1, 2, ..., k értékeire hajtsuk x:=20":
végre az alabbi utasitasokat for i to nops(m) do

v := Linkongr(M/mli], 1, m[i]) :

= - M, . :
kongruencia megoldasa 0)(61: xtali]-M/m[i]y[ ]

Legyeny azM/m, =1 mod m[i]

Legyenx :=x +al[i]-M/m[i]-y: return x mod M

6. Quiput: x a megoldasok listdja Qutput: A megoldasok listaja

Y 13.4.3. Maple implementacio



|> restart:

> wth(ant):
"Az ANT (Algorithmic Number Theory) csomag iidvozli Ont!" (1.3.3.1)

A kinai eljaras két listat var aktualis paraméterként. Az els a megoldando
kongruenciarendszer konstansait, a masodik pedig a megfelel modulusokat tartalmazza. Az
ini opcidval az eljaras megmutatja a megoldandé kongruenciarendszert, mig a cal opcioval a
szamolotabla kitdltésébe ad betekintést.

> kinai([2,3,4],[3,5,7]);
53 (1.3.3.2)

> 53 mod 3, 53 nod 5,53 nod 7;
2,3,4 (1.3.3.3)

> kinai([2,3,4],[3,5,7],ini,cal);
A nmegol dandé kongruenci arendszer (ki nai):

x =2mod 3
x=3mod5
x =4 mod7
I nicializal ds(kinai):
index a,  m, M MZ=1m0dml. y xZMZ ax
m; - m i
1 2 3
2 3 5
3 4 7
M=105
Részl et ek negjel enitése 1(kinai):
index a;,  m; M M'Z=1m0dml. y x=MZ ax
m; - m m;
1 2 3 35 35*% =1mod 3
2 3 5 21 21*y =1mod 5
3 4 7 15 15*% =1mod7
M=105

Részl et ek negj el enitése 2(kinai):




index a m;

1 2 3

2 5

3 4 7
M=105

Er edmény (ki nai ) :

My =1lmodm; y xzj\—{Z a.x
m; m;
35*%=1mod3 -1 -35 -70
2%y =1mod5 1 21 63
I15% =1mod7 1 15 60
3
Zaixl. 53
i=1

53

(1.3.3.4)

A kinai maradéktétel alkalmazésa soran linearis kongruenciakat kell megoldani, amelyeket
viszont diofantoszi egyenletek megoldéasara vezetiink vissza. Az all opcid hasznélataval a
kinai eljarés teljes mélységben megmutatja a meghivott eljarasokat €s azok szamitasainak

részleteit.

> kinai ([2, 3, 4, 31],
A megol dand6é kongruenci arendszer (ki nai):

[31 51 71

13], al l)

x =2mod 3
x=3mod5
x =4 mod?7
x =31 mod 13
Részl et ek negjelenitése 1(kinai):
index a; m; M Mx:lmodmi y x=
ml. ml.
1 2 3 455 455*y =1 mod 3
2 3 5 273 273* =1mod 5
3 4 7 195 195* =1mod 7
4 31 13 105 105%y =1 mod 13
M=1365
A negol dandé kongruenci a( Li nkongr) :
455 x=1mod3
A megol dand6 egyenl et (Di of ant 0sz):
455x+3y=1

Részl et ek megj el enit ése(Di of ant 0sz):

[455, 3,2,151, -1, 152},

[3,2, L1, —1},

osztando, oszto, maradék, hanyados, x, y

2

al.x

My
ny




2,L(L2,0,1}

C

=1 4y — L Partikulari s, -1, 152
_,lnko(a,b) > Tnkola. b) , Partikularis megoldas., -1, 152 |,
b . o |
- =455, 4 -1 152
" Inko(a, b) 3 Inko(a, b) 55, Altalanos megoldas:, -1 +3 1, 15
—455¢

Er ednmény( Di of ant 0sz):
[x=-1+3¢y=152—455¢]

| nkongr uens megol dasok(Li nkongr) :
[-1+3%¢=0..0]
Er edmény( Li nkongr):
[-1]
A negol dandé kongruenci a( Li nkongr) :
273 x=1modS5

A megol dand6 egyenl et (Di of ant 0sz):
273x+5y=1

Részl et ek megj el enit ése(Di of ant 0sz):

osztando, oszto, maradék, hanyados, x, y

b

273.5.3, 54,2, - 109},
5.3,2.1, -1, 2],
32,111, —1},

2,L(L2,0,1}

. c

Inko(a, b)
b _s a

" Inko(a, b) > Inko(a, b)

, Inko(a, b) =1, = 1, Partikularis megoldas:, 2, -109 |,

=273, Altalénos megoldas:, 2 + 5 t, -109

—273 ¢

Er ednmény( Di of ant 0sz):
[x=2+4+5ty=-109 —273¢]
I nkongruens megol dasok( Li nkongr):
[2+524¢=0..0]
Er ednmény( Li nkongr) :
[2]
A negol dandé kongruenci a( Li nkongr) :
195 x=1mod7



A megol dand6 egyenl et (Di of ant 0sz):
195x+7y=1

Részl et ek megj el enit ése(Di of ant 0sz):

osztando, oszto, maradék, hanyados, x, y |,

195.7. 6,27, -1, 28},
7,6,1,1, 1, —1],

6,1,0,6,0, 1],

S
Inko(a, b)

b _q a

" Inko(a, b) > Inko(a, b)

—195¢

, Inko(a, b) =1, =1, Partikularis megoldas:, -1, 28 |,

=195, Altaldnos megoldas:, -1 + 71,28

Er ednény( Di of ant 0sz):
[x=-1+7¢y=28 —195¢]

I nkongruens megol dasok( Li nkongr):
[-1+7¢¢t=0.0]
Er edmény( Li nkongr):
[-1]
A nmegol dand6é kongruenci a(Li nkongr):
105 x=1mod 13

A negol dand6é egyenl et (Di of ant 0sz):
105x+13y=1

Részl et ek negj el enit ése(Di of ant osz):

osztando, oszto, maradek, hanyados, x, y |,

105,13, 1,8, 1, —8},

13, 1,0, 13,0, 1},
: ) | |
_,lnko(a,b) > Tnko(a. b) , Partikularis megoldas:, 1, -8 |,

b u . ’

————— =13, —————— =105, Altal ldas:, 1 +13 ¢, -8
" Inko(a, b) * Inko(a, b) , Altalanos megoldas:, 1 + 13 ¢,
— 105 ¢

Er ednmény( Di of ant 0sz):
[x=14+13¢y=-8—105¢]

| nkongruens negol dasok( Li nkongr):



[1+13%¢=0..0]

Er edmény( Li nkongr):
[1]
Részl et ek negjel enitése 2(kinai):

index a; m; M My _ Ilmodm, y x= My a,x
I’I’ll- ml. ml.

| 2 3 455 455*y =1mod3 -1 -455 -910

2 5 273 273*% =1mod5 2 546 1638

3 4 7 195 195* =1mod7 -1 -195 -780

4 31 13 105 105* =1mod 13 1 105 3255

4
M= 1365 ;ai X, 3203
Er edmény (ki nai ) :
3203 (1.3.3.5)

V¥ Kinai maradéktétel és szamabr éazolas

A kinai maradéktétel egyik fontos felhasznalési teriilete a nagy szamok abrazolasa, még
pontosabban a nagy szdmok aritmetikédja. Ez a megallapitas csak elsre meglep. Ha kicsit utdna
gondolunk, azonnal természetessé valik. A gondolati kihivas abban all, hogy a kinai maradéktételt
1j megvilagitasba kell helyezniink.

Nézziik meg egy konkrét példaval megvilagitva, hogy mit is csinal a kinai maradéktétel?
Megoldja példaul az

x =3 mod>5
x =6 mod7
x =8mod 13
kongruenciarendszert.
> kinai ([3,6,8],[5,7,13]);
398 (1.4.1)

Ezzel a [épéssel (rogzitett modulusok mellett!) a [3, 6, 8 ] szamharmashoz a kinai maradéktétel
segitségével hozzarendeltiik a 398 természetes szamot.

Igen am, de a szdmabrazolasok soran mindig forditva jartunk el. Mindig arra torekedtiink, hogy a
természetes szamokhoz talaljunk valamilyen dbrazolasi médot. Az a kérdés mertil tehat fel, hogy
a 398 szam ismeretében hogy hatarozhatjuk meg a [3, 6, 8] szamharmast? A valasz nagyon
egyszer, csak ra kell nézni a megoldott kongruenciarendszerre. Rendre venni kell a 398
természetes szam 5-el, 7-tel és 13-mal valo osztasi maradékait, mas szoval a 398 mod 5, 398
mod 7 és a 398 mod 13 szamokat.

|V> 398 nod 5, 398 nod 7,398 nod 13;




| 3,6,8 (1.4.2)
Ha tehat rogzitjiik az [5, 7, 13] modulusokat, akkor ezek segitségével 1étrehozhatunk egy

n—[nmod5,nmod7,nmod13]

megfeleltetést. Kérdés, hogy ez a megfeleltetés kdlcsondsen egyértelm-e abban az értelemben,
hogy kiilonbdz természetes szamokhoz kiilonboz rendezett harmast rendel? Sajnos nem, mert
¢ldaul
> 853 nod 5, 853 nod 7,853 nod 13;
3,6,8 (1.4.3)
tehat megfeleltetésiink a 853-hoz ugyanazt a harmast rendeli, mint 398-hoz.

Elkeseredésre azonban semmi ok, mert a kinai maradéktétel azt mondja, hogy paronként relativ
prim modulusok esetén, €s a mi modulusaink ilyenek, a kongruenciarendszer megoldasa
egyértelm modulo 5-7-13 =455. Ha tehat

n €{0,1,...,455},

akkor mar teljesiil, hogy a fenti hozzarendelés a halmaz kiilonbdz elemihez kiilonboz
szamharmast rendel.

Mit mondhatunk a szdmharmas elemirl? Mivel barmely m modulus esetén » mod m nem negativ
¢s kisebb m-nél, ezért hozzarendelésiink olyan [al, a, a3] harmasokat hoz 1étre, amelyekre

a, €{0,1,..,4}, a, €{0,1,.,6},a, € {0,1,..., 12} .
Most pedig éltalanositsunk! Tekintsiik azm,, m,,..., m, modulusokat, melyekrl feltessziik, hogy
paronként relativ primek, és legyen
M=m my-...-m,
Ekkor minden
ne{01,. M1}
egész szam egyértelmen reprezentalhato az

[n mod m,, n mod m,, ..., n mod mk]

rendezett k-assal. Az egyértelmség a mod mvelet egyértelmségébl adodik.
Ha pedig adott az [al, Ay ak] rendezett k-as (a; € {0, l,...,m-1 }, i=1,2,.., k) és azt

kédezziik, hogy melyik az a természetes szam, amelyiket éppen ez a rendezett k-as reprezental,
akkor meg kell keresniink azt az n-et, amelyre

n=qmodm; (i=1,2,.,k).

Ez az n szam pedig nem mas mint az

X =a modm1

X =a, mod m,

x = akmod m,

kongruenciarendszer megoldasa, ami a modulusok vélasztdsa miatt 1étezik és egyértelmen
meghatarozott modulo M.



Roviden Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy rogzitett modulusok mellett a kodolast, vagyis a

crer

osztasokkal, mig a dekodolast, a k-asok altal reprezentalt érték kiszamitasat, pedig a kinai
maradéktétellel végezhetjiik el.

Példak

Rogzitsiik a2, 3 modulusokat. Ekkor M=2-3 =6. A {0, 1, 2, 3, 4, 5} halmaz elemeit az alabbi
rendezett parokkal repezentalhatjuk

0—[0mod2,0mod3]=[0,0],
I—=[Imod2, Imod3]=[1,1],
2—[2mod2,2mod3]=1[0,2],
=1
1=1

0,2
3—[3 mod?2, 3 mod3 1,0],
4—[4mod2,4mod3]=[0,1],
5—[5mod2,5mod3]=]1,2].
Lathato, hogy a reprezentacidban résztvev rendezett parok mind kiilonbozk. Ha most példaul az

[1,0] part dekodolni szeretnénk, vagyis meg akarjuk keresni azt az n természetes szdmot, amelyet
az [1,0] reprezental, akkor a kinai maradéktételhez kell fordulnunk.

> kinai ([1,0],[2, 3]);
3 (1. 4. 4)

Vegyiink most olyan reprezentacidt, melyben rendezett 5-6sok szerepelnek, a modulusok pedig
legyenek 4, 5, 11, 13 és 19. Lathatoan ezek paronként relativ primek.
> M =4*5*11*13*19;

M := 54340 (1.4.5)

crer

valtozonak mas-mas értéket adva tetszés szerint kisérletezhetiink.

> n: =23014;
n:=23014 (1.4.6)

>[nnmod 4, nnod 5,n nod 11,n nod 13,n nod 19];
[2,4,2,4,5] (1.4.7)

> kinai (%[4,5,11,13,19]);

23014 (1. 4.8)

Természetesen a szdmok reprezentalhatosaga csak az els 1épés egy hasznéalhatd szamabrazolas
felé. A hasznalhatosdg masik és egyaltalan nem elhanyagolhato feltétele az algebrai mveletek, az
Osszeadas és a szorzas, hatékony elvégezhetsége.

Ezekkel kapcsolatosan jo hiriink van. Emlékezziink csak arra, hogy mind az 6sszeadas, mind
pedig a szorzas mvelete modulo m erejéig felcserélhet a mod m maradékképzés mveletével.
Ezt az 0sszeadas esetén formulaval ugy fejeztiik ki, hogy



(n1 +n2) mod m;, = (n1 mod m; +n, modml.) modm, (i=1,2,.,k).

Nincs mas dolgunk, mint ezt a két egyenlséget a most bevezett reprezentacid szemszogébl
ertelmezni. A bal oldalon két egész 6sszegének m-vel valo osztasi maradéka all, ez pedig nem

crer

--------

cres

az 6sszeadandok i-edik komponenseinek modulo m 6sszegét.

Ennél szebb eredményt almodni sem mertiink! Es most szamolgassunk a fejezet elején felvett 5, 7
¢s 13 modulusokkal. Legyenn =129 €sn, =284. Elsként allitsuk el a rendezett harmasokkal

valo reprezenticiokat rendre a k| illetve a k, valtozokban.
| > nl:=129: n2: =284:

> k1:=[nl1 nod 5,n1 nod 7,nl nod 13];
kl:=1[4,3,12] (1.4.9)

> k2:=[n2 nod 5,n2 nod 7,n2 nod 13];
k2:=1[4,4,11] (1.4.10)

Adjuk 6ssze komponensenként a kj-et €s a k,-t. Természetesen az els komponenseken modulo

5, a masodik komponenseken modulo 7, mig a harmadik komponenseken pedig modulo 13
Osszadast végziink:

> k1[ 1] +k2[ 1] nod 5;

i 3 (1.4.11)
> k1[ 2] +k2[ 2] nod 7,

i 0 (1.4.12)
> k1[ 3] +k2[ 3] nod 13;

i 10 (1.4.13)

Tehat a komponensenkénti 6sszeadas eredménye [3, 0, 10] . Es most forditsuk meg a sorrendet.
Elszor kepezziik az n| + n, osszeget, és masodikként reprezentaljuk rendezett harmassal.

> (0sszeqg: =nl+n2;
osszeg =413 (1.4.14)

> [6sszeg nod 5, 0sszeg nod 7, 6sszeg nod 13];
[3,0,10] (1.4.15)

Az eredmény Onmagaért beszél.
A szorzas az eddig elmondottak utan semmi ujdonsagot nem hoz. A

(”1'”2) mod m = ((”1 modm) -(n2 modm)) mod m



crer

vessziik az szorzandok i-edik komponenseinek modulo m; szorzatat.

Els 1épésként vegyiik fel a modulusokat. Vigyazzunk azonban arra, hogy paronként relativ
frimek legyenek.

> n{1]:=10:n{2]:=13:n{ 3] :=17:nf 4] : =19:

[> M =n{ 1] *nf 2] *n{ 3] *n{ 4] ;
M = 41990 (1. 4.16)

Az édbrazolasi tartomany {0, 1,..., M-1}. Felvessziik az a és b szamokat, ezek négyesekkel valo

crer

komponensenkénti szorzast, majd az eredményt a kinai maradéktétel segitségével vissza alakitjuk
decimalis szamma. Az utolsé utasitas csak ellenrzési célokat szolgal.

> a: =984: h: =28:

>ar:=[a nod nfl],a nod nf2],a nod n{3],a nod n{4]];
ar:=[4,9,15,15] (1.4.17)

> br:=[b mod n{1],b mod n{2],b mod n{3],b nod n{4]];
bro=18,2,11,9] (1. 4.18)

> k:=[ar[1] *br[1] nod n{1],ar[2]*br[2] nod n{2],ar[3]*br[3] nod
n{ 3],ar[4]*br[4] nod n{4]];

i k=12,512,2] (1.4.19)
> kinai (k,[nf1],n{2],n{3],n{4]]);
i 27552 (1. 4. 20)
> a*b;

27552 (1. 4.21)

Ejtsiink néhany sz6t arrdl is, hogy a most bevezetett, a kinai maradéktételre alapozott
reprezentacid milyen szamolasi megtakaritdsokkal jar. A példa kedvéért tegyiik fel, hogy

legfeljebb100 jegy egészeken, vagyis legfeljebblOlOO nagysagrend szamokon szeretnénk
szorzast végezni. Ha mindezt helyiértékes szamrendszerben megismert algoritmus alapjan
szeretnénk elvégezni, akkor 6ssze kellene szorozni a szorzand6 mind a 100 jegyét a szorzo

mindegyik jegyével, amelyekbl ismét csak 100 van. Ez minddsszesen 10* szorzasmvelet
szdmjegyeken valo elvégzését jelenti.

Es mot tegyiik fel, hogy vélasztunk modulusnak 20 darab primszamot, mégpedig ugy, hogy
mindegyikiik legalabb 10 jegy legyen. Igy szorzatuk nem kisebb, mint

20
( 1010) , vagyis legalabb kétszaz jegy. Ez megfelel is lesz nekiink, mert két legfeljebb 100
jegy egész szorzata legfeljebb 200 jegy .

Els 1épéskeént reprezentaljuk a szorzot és a szorzandot rendezett 20-asokkal. A
komponensenkénti szorzas miatt most minddsszesen 20 darab szorzast kell végezniink. Ha a
komponensekénti szorzast is a helyiértékes szorzasi algoritmussal végezziik, akkor ez
szorzasonként legfeljebb 10-10 = 100 szorzas. Vagyis minddsszesen legfeljebb 2000



szamjegyeken elvégzend szorzashoz jutunk, ami még akkor is jelents megtakaritas a kiindulasi
10* mvelettel szemben, ha most eltekintettiink attol, hogy a reprezentaci6 soran maradékos
osztasokat kell végezni, és a kapott eredmény dekddolasa is mveletek elvégzével jar.

Végiil 1assuk, hogy néz ki mindez a gyakorlatban. Elszor is llitsuk el a modulusokat. Hogy a
paronként valo relativ primséggel ne legyen gondunk, eleve primeket valasztunk. Ugy jarunk el,

hogy vessziik a 10" szamot és a Maple nextprime eljarasaval 20 egymads utani primet allitunk
el.

> primek: =NULL: m =10710:
for i to 20 do
m =next prime(m: pri mek: =pri nek, m

od:
nodul usok: =[ pri nek] ;
modulusok := [ 10000000019, 10000000033, 10000000061, 10000000069, (1.4.22)

10000000097, 10000000103, 10000000121, 10000000141, 10000000147,
10000000207, 10000000259, 10000000277, 10000000279, 10000000319,
10000000343, 10000000391, 10000000403, 10000000469, 10000000501,
100000005371

100

Ezutan vesziink két véletlen szamot 107 65 10" ko zott.

> a: =Randonilool s[ Gener at e] (i nt eger (range=107199..107100));
a:= (1.4.23)

4360502476087703643478799129600583388226237375598310861111349310\
260242596315037923371797255459738897

> b: =Randonlool s[ Gener at e] (i nt eger (range=107199..107100));
b= (1.4.24)

3571688041795300053591901201138337594976981231584627880122195156\
666489257799942519220831091705809969

Hogy lassuk kicsit a Maple képességeit is, szorozzuk dssze a két legalabb 99 jegy szamot. De
nem az a célunk, hogy a Maple-t csodaljuk! Allitsuk inkabb el az a és b szamok reprezentaciojat
rendezett huszasokkal, felhasznalva a modulusok valtozoban elhelyezett paronként relativ prim
modulusokat. Azar és a brvaltozok egy-egy rendezett 20-ast tartalmaznak, amelyek rendre az a

¢s b egészek reprezentacioi.

> a*b;

15574354550061247423485523081705601839838931631627173191057573339038\( 1. 4. 25)
0966551958125435095252596492993468896147936967058490356668876651\

9916564152605286039827647862358612744438283131398654997001863966\
4193

> ar: =ki nrep(a, nodul usok);
ar:=1[9799785729, 4500407240, 5368895567, 5033630389, 5720133393, (1.4.26)

382137565, 5675195233, 2851393216, 5008071625, 6836117545,
5751569491, 4262786454, 7157641418, 5645193796, 1383571502,
2559081495, 9280290251, 4202894217, 8717408947, 6289598068 ]




> br: =ki nrep(b, nodul usok);
br:=[5698994763, 3411537596, 9210168432, 3284036803, 5407821629, (1.4.27)

3342628636, 5307750629, 6404996550, 9958057872, 3021620077,
1128581404, 4651412132, 7165146863, 1049013456, 2447635207,
6460795841, 3367086971, 4573301878, 7571328840, 1270777995 ]

Végiil az ant csomag kinszorzas eljarasaval elvégezziik a komponensenkénti szorzast, persze
felhasznalva a modulusok valtozoban elhelyezett modulusokat. Az eredményt a kinai eljarassal
visszaalakitjuk decimalis szamma. Ebbl ellenrzésképpen kivonjuk a Maple altal kiszamolt
szorzatot.

> ki nszorzas(ar, br, nodul usok) ;

[1980175091, 5904677188, 4252704768, 6113877790, 3375987631, 4503668655, (1. 4. 28)
3171051087, 3662800155, 5772286949, 5121654452, 3236487584,
9025922789, 1794712226, 4823617462, 3540868654, 3208297282,
1964431582, 4171703667, 3776571834, 3001869317 ]

> ki nai (% nodul usok) ;
15574354550061247423485523081705601839838931631627173191057573339038\( 1. 4. 29)
0966551958125435095252596492993468896147936967058490356668876651\
9916564152605286039827647862358612744438283131398654997001863966\
4193

> 0% a*b;

0 (1. 4. 30)

Az eredmény 0, tehat jol szamoltunk.

VY Ellenr z kér dések

1. Hogyan valtozik a modulus, ha a kongruenciat egy k szammal osztjuk?

2. Mikor oszthatjuk a kongruenciat a modulus megvaltoztatasa nélkiil bArmely modulusnal kisebb
szammal?

3. Mikor oszthatjuk aa = b mod m kongruenciat korlatozas nékiil az a és b minden osztojaval
(kivéve m tobbszordseit!)?

4. Mi a sziikséges €s elegséges feltétele aza =, b ésa =, b kongruenciak egyide;j
teljestilésének?

5. Ha m| n, akkor mi a kapcsolat a modulo m és modulo n maradékosztalyok kozott?
6. Mi aza-x = b mod m kongruencia megoldhatdsaganak feltétele?

7. Hany megoldésa van az a-x = b mod m kongruencianak?

8. Oldjuk meg az 5-x=,12 kongruenciat!

9. Oldjuk meg az 6-x = 20 mod 8 kongruenciat!
10. Mondjuk ki a kinai maradéktételt!




11. Oldjuk meg az

x =4 mod?2
x =7mod5
x =2 mod 3

linearis kongruenciarendszert!



